1. Podstawy mechaniki kwantowej

Mechanika kwantowa (QM) jest teorig fizyczng opisujaca z niezwykla doktadnoscig $wiat
mikroskopowy (w skalach atomow, jader atomowych, czastek elementarnych). W QM
spotykamy si¢ z wieloma ,tajemniczymi” zjawiskami takimi jak superpozycja standw,
zasada nieoznaczonosci i splatanie ( korelacje inne niz klasyczne).

W dowolnej teorii fizycznej stosujemy matematyke jako niezawodny i uzyteczny jezyk

shuzacy przede wszystkim do logicznego, ilosciowego i uniwersalnego opisu zjawisk.
Jednakze sposob w jaki stosujemy matematyke w QM rdzni si¢ catkowicie od sposobu
stosowania jej do opisu §wiata makroskopowego. Ta rdznica jest konsekwencja faktu, ze
wigkszo$¢ wiasnosci uktadow kwantowych nie posiada okreslonych warto$ci a co za tym
idzie standw takich ukladow nie mozna reprezentowac przy pomocy ciggow liczb
rzeczywistych. W ten sposéb opisujemy stany uktadow makroskopowych, dla ktorych
wartosci wszystkich wielkos$ci sg doktadnie okreslone. Uklady kwantowe cechuje
nieredukowalna losowos$¢: dokonujac pomiardw (obserwacji) pewnej wielkosci na uktadzie
kwantowym bedacym w pewnym okre§lonym stanie mozemy uzyskiwa¢ rozmaite rezultaty,
kazdy z okreslonym prawdopodobienstwem. Podstawowe pytanie, na ktére odpowiada
mechanika kwantowa jest nastepujace: Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dokonujac
pomiaru pewnej wielkosci na ukladzie znajdujacym si¢ w danym stanie, otrzymamy
jedna z jej mozliwych wartosci?
Z operacyjnego punktu widzenia stan ukladu okresla jaki mozliwy wynik otrzymamy
dokonujac pomiaru wszystkich (niezaleznych) wielkos$ci fizycznych. W QM wynik kazdego
pomiaru pojawia si¢ z pewnym prawdopodobienstwem, wigc stan ukladu kwantowego
formalnie mogliby$my zdefiniowa¢ jako odwzorowanie przypisujace kazdej niezalezne;j
wielkosci fizycznej prawdopodobienstwo otrzymania okreslonej wartosci tej wielkosci. W
tradycyjnym formalizmie QM reprezentujemy kazdy stan i kazdg wielko$¢ fizyczng
oddzielnie a nastepnie wprowadzamy pewng zasad¢ (regule Borna) pozwalajaca wyznaczac
odpowiednie prawdopodobienstwa.
Przedstawimy teraz postulaty mechaniki kwantowe;.

1) Stan izolowanego uktadu kwantowego jest reprezentowany przez unormowany wektor

|\|J> bedacy elementem przestrzeni Hilberta J{ (tzn. zespolonej przestrzeni

wektorowej z iloczynem skalarnym ( | ). Jesli |y, ) i |y,) sa stanami danego

! lloczyn skalarny posiada nastgpujace wlasnosci: <\|l | (p> eC
a) hermitowskos¢: <\|I|(p> = <(p|\|l>*, gdzie gwiazdka oznacza sprzg¢zenie zespolone,

b) liniowos$¢ wzgledem drugiego argumentu: <(p | (Cl |\|ll>+02 |\|/2>)> =C, <(p | \V1> +c, <(|) | \|12> Z
punktdw a) i b) wynika, ze iloczyn skalarny jest antyliniowy wzglgdem pierwszego argumentu tzn.:

<(C1|(P1>+cz |(P2>)|\|/>:C1 <(P1 |‘|’> +c, <(P2 |W>
c) euklidesowos¢: <\|/|\|1> > 0, przy czym ten iloczyn skalarny jest réwny zeru jedynie dla wektora
zerowego, ktory oznaczaé bedziemy przez O . Wyrazenie <\|l | \|I> nazywamy kwadratem dlugosci

(normy) wektora |\|1> ,



uktadu, to dowolna ich kombinacja liniowa ¢, |\|/1>+ c, |\|/2> takze jest mozliwym

stanem tego uktadu. Jest to tzw. zasada superpozycji stanow. Wynika ona z liniowosci
réwnania Schrodingera a jej konsekwencja jest interferencja charakterystyczna dla
procesow kwantowych.

2) Dowolna wielko$¢ fizyczna A (obserwabla) jest reprezentowana przez operator
harmitowski A : # — # 2.

3) Jedynymi mozliwymi wynikami pomiaréw wielkosci A sg wartosci wlasne operatora
A . Wartosci wiasne (a,.a,,....) operatora A wyznaczamy rozwigzujac rownanie

wilasne tego operatora: A|(p> = a|(p> . Wektor |(p> nazywamy wektorem wlasnym

operatora A odpowiadajacym jego wartosci wlasnej a.>

4) Jesli tuz przed pomiarem uktad kwantowy znajduje si¢ w stanie |\y> , to wykonujac

pomiar wielkosci fizycznej A na tym uktadzie nie jeste$my w stanie odpowiedzie¢ na
pytanie jaki wynik otrzymamy. Wynik nie jest zdeterminowany i w kazdym takim
pomiarze mozemy otrzymac jedng sposréd wartosci wlasnych operatora A.
Prawdopodobienstwo otrzymania wyniku a; okresla tzw. reguta Borna. Brzmi ona

nastgpujaco: Jesli tuz przed pomiarem wielkosci A uktad kwantowy znajdowat sie w

stanie | ), to prawdopodobiefistwo otrzymania wyniku a;: pr(a;|y) jest dane

2 Hermitowsko$¢ operatora A definiujemy wprowadzajac operacje sprzezenia hermitowskiego. Mianowicie
A' |\V> = <A(p|\|1>. Jesli
przy sprzg¢zeniu hermitowskim operator nie ulega zmianie, to nazywamy go hermitowskim co zapisujemy

Al =A .

3 Wszystkie warto$ci wasne operatora hermitowskiego sg rzeczywiste natomiast jego wektory whasne

operator sprz¢zony po hermitowsku A’z operatorem A\ okres$lamy nastepujgco: <(p

odpowiadajgce réznym warto$ciom wtasnym sg prostopadte. Jesli pewnej wartosci whasnej @; odpowiada N,
liniowo niezaleznych wektoro6w wlasnych, to mowimy, ze warto$¢ wlasna a; jest N, - krotnie zdegenerowana.
Zbior wszystkich wektorow wlasnych odpowiadajgcych tej wartoSci wasnej tworzy N, wymiarowg

podprzestrzen liniowa H | przestrzeni H W podprzestrzeni H i zawsze mozemy wybra¢ baze

ortonormalng {|(p:1>, a=1,2,.., ni} tzn. taka, ze <(pfl |(|)'|3> =5, Operator hermitowski

ﬁ=;|cp?><@?

wektorow whasnych operatora hermitowskiego A tworzy baze ortonormalng w przestrzeni H co oznacza, Ze

jest operatorem rzutowania ortogonalnego na podprzestrzen H i - Zbior wszystkich

natomiast operator A

ni
operator jednostkowy 1mozemy przedstawié¢ w postaci l=z P =Z Z | (pf‘> <(p:x
i=1

i=1 o=1

i
posiada nast¢pujace rozwinigcie spektralne: A=Zai Z| (p:x> <(|):1

ZZ a, Pi . Operatory rzutowe spelniaja
i=1 a=1 i

nastgpujaca wiasnos¢ ortogonalnosci P,P,=6,P; .



2

, v)

wzorem pr(ai |\|1) = <\2l\ll|\ll> = <\V|\V> . Reguta ta wyraza nieredukowalng

losowos¢ zjawisk kwantowych. Zauwazmy, Ze jesli wektor stanu |y) jest

P |\|1> ~ :ZI;K‘P?

2
\|1>| =1) ijesli warto$¢ wlasna a, nie jest

unormowany (<w|\|/>=Zi|<(p?

i=1 o=1

zdegenerowana, to pr(ak|\|f)=|<(pk|w)|2. Wielkosé (¢, |y) nazywamy amplituda

prawdopodobienstwa przejscia ze stanu |y) do stanu |(pk>. Jak widzimy w fizyce

kwantowej amplitudy prawdopodobienistwa maja kluczowe znaczenie.
5) Na pytanie w jakim stanie znajduje si¢ uktad kwantowy tuz po pomiarze odpowiada
nastepujacy postulat Diraca - von Neumanna o redukcji wektora stanu.

Jesli tuz przed pomiarem wielkosci A uktad kwantowy znajdowat si¢ w stanie |\|J> i
wynikiem pomiaru jest warto$¢ a,, to tuz po pomiarze uklad ten znajduje si¢ w stanie

wlasnym operatoraA odpowiadajacym jego warto$ci wlasnej bedacej wynikiem
Plv)

Jlv[w)

Zatem proces pomiaru odgrywa wazng role: pozwala on ustali¢ warto$¢ mierzone;j
wielkosci a takze odpowiedzie¢ na pytanie w jakim stanie znajdzie si¢ uktad
kwantowy tuz po pomiarze. Pojawiajaca si¢ warto$¢ obserwabli a takze stan w jakim
znajduje si¢ uktad tuz po pomiarze maja charakter losowy. O pomiarach nie musimy
mysle¢ jako o przedsigwzigciach wykonywanych jedynie w laboratoriach. Do
pomiaru dochodzi w przyrodzie za kazdym razem, gdy uktad kwantowy ,,zaznacza”
swoje istnienie w $wiecie makroskopowym, dzigki czemu w losowy sposob, ustala si¢
warto$¢ odpowiedniej wielkosci.

pomiaru, tzn. w stanie |y, )=

Pomiar, jak widzimy, w gwaltowny i nieodwracalny sposdb zmienia stan uktadu
usuwajac z niego skladowe lezace poza podprzestrzeniag /", . Gdyby$my szybko
powtdrzyli ten sam pomiar na uktadzie kwantowym, wowczas z catkowita pewnoscia

otrzymaliby$my warto$¢ a, wielkosci A. Kazdy stan wlasny operatora A jest wigc

takim stanem, dla ktérego wartos¢ wielkosci A jest w peti okreslona.

Klasyczna teoria informacji jest sformutowana niezaleznie od jakichkolwiek pomiarow. Jest
tak, gdyz stan rejestru kazdego urzadzenia klasycznego jest zawsze doktadnie okreslony. W
informatyce kwantowej mamy do czynienia z przeksztalceniami stanéw kwantowych, dla
ktorych warto$ci interesujacych wielkosci nie sg okreslone dopdki nie zostanie

4 Zauwazmy, ze warto$¢ prawdopodobiefistwa Pr (ai |\|l) nie ulegnie zmianie jesli wektor stanu |\|J> zastapimy
wektorem |\|l '> =C | \|J>, gdzie c jest dowolna, rozng od zera, liczba zespolong. Zatem wektory |\|} > i

|\|/'> =cC | \|I> okreslaja ten sam stan uktadu kwantowego.



przeprowadzony pomiar. A zatem w informatyce kwantowej pomiary odgrywaja zasadniczg
rolg. Przez pomiar mozemy rozumie¢ rzutowanie wektora stanu uktadu kwantowego na
odpowiednie wektory wlasne (wektory bazy) odpowiadajace wartosci wiasnej tej obserwabli,
ktora wiasnie mierzymy.

Zauwazmy, ze obserwabla A jest zmienng losowa i jej warto$¢ $rednia wyznaczona
podczas wielokrotnego mierzenia tej wielkosci na ukladzie kwantowym w (unormowanym)
stanie |y) wynosi:

(A),= ;aipr(ai ) ~.

i=1

s (v[Rlv) = (vl I =(vlA )

Dla zmiennej losowej A mozemy takze mowi¢ o $rednim odchyleniu standardowym

2
AA, = \/<(j4 - <ﬂl>w) > , ktore jest miarg rozrzutu wynikéw pomiarowych wokot wartosci
v

$redniej. W fizyce kwantowej wielko$¢ te nazywamy niecoznaczonoscig obserwabli A w

stanie |\|1> . Latwo zauwazy¢ ze

23~ (v] (A0, 1 ) = (A, T (302, D) (o] o) o

a zatem nieoznaczono$¢ wielkosci A jest rowna zeru jedynie dla jej wektorow wiasnych.

Aly)

Jesli B jest inng obserwabla, ktorej odpowiada operator B, to mozna pokaza¢, ze iloczyn

nieoznaczonosci tych wielkosci (w stanie |y)) spetnia nierownosc
1/ [~
AAAB, > EK\V‘{A, B]|\|1>

A1 B jest niemniejszy niz potowa wartosci bezwzglednej ze $redniej operatora I[A I:%] w

% - czyli iloczyn nieoznaczonosci dwoch wielkosci mierzonych

stanie |\|}> . Jest to slynna zasada nieoznaczonos$ci Heisenberga. Wynika z niej, ze im lepiej

jest okreslona w danym stanie warto$¢ jednej z obserwabli tym gorzej okreslona jest warto$§¢
drugiej sposréd obserwabli niezgodnych.
6) Powinni$my jeszcze odpowiedzie¢ na pytanie w jaki sposob ewoluujg stany
izolowanego ukladu kwantowego. Ewolucja taka jest wyznaczona przez rozwigzanie

réwnania Schrodingera: ih%h/(t)) = H|y(v),
tutaj H jest operatorem energii catkowitej uktadu kwantowego, czyli tzw.

hamiltonianem, natomiast % = 21 =~ 1.0545-107*J) -5 = 6,5821-10 eV -s jest stalg
T

5 |:A, B:I = AB - BA nazywamy komutatorem operatoréw A i B. Jest on miarg nieprzemienno$ci
mnozenia operatoréw. Okazuje si¢, ze w przestrzeni H uktadu kwantowego istnieje baza utworzona z
wektorow, ktore s wektorami wtasnymi zaréwno operatora A jak i B wtedy i tylko wtedy, gdy ich komutator
[A, B] znika. Takie operatory nazywamy zgodnymi albo wspotmierzalnymi. Natomiast te obserwable, ktorym

odpowiadaja operatory niekomutujace, nazywany niezgodnymi.



Plancka h podzielong przez 2z . Formalne rozwigzanie rOwnania Schrodingera ma

postac |\|/(t)> = exp{—%ﬁt}hy(o» . Stan |\y(0)> jest stanem poczatkowym uktadu

T i~ . ..
kwantowego natomiast U(t) = exp[—% Ht} , jest unitarnym operatorem ewolucji.

Unitarno$¢ oznacza, ze  U'U = OU' = 1. Zatem ewolucja stanéw izolowanego
uktadu kwantowego jest deterministyczna i odwracalna. Nieodwracalno$¢ i
indeterminizm w QM pojawia za kazdym razem, gdy dokonujemy pomiaru na
ukladzie kwantowym doprowadzajac do oddziatywania takiego uktadu z przyrzadem
pomiarowym. Dzigki pomiarowi dowiadujemy si¢ jaka warto$¢ posiada pewna
wielko$¢ fizyczna i w jakim stanie uklad znajduje si¢ tuz po pomiarze. Jak wida¢
proces pomiaru odgrywa znaczaca (aktywna) role w fizyce kwantowej.

Kazde przeksztalcenie stanu izolowanego ukladu kwantowego jest realizowane
przez pewien operator unitarny.

Bardzo czg¢sto mamy do czynienia ze ztozonymi uktadami kwantowymi — a wigc takimi, ktore
sktadaja si¢ co najmniej z dwoch réznych czesci. Konieczna jest zatem odpowiedz na pytanie
w jaki sposob opisywac stany takich uktadow kwantowych. Zanim do tego przystapimy
omoéwimy pewne szczegdty techniczne dotyczace przestrzeni wektorowych. Jesli przestrzen

A jest skonczenie wymiarowa, tzn. jej wymiar wynosi d, to mozemy w niej wprowadzié
02)s e s
jest unormowany i wektory te s3 parami prostopadte tzn. <(|)i |(pj>=8ij dlai,j=1,2, ..., d.

baz¢ ortonormalng |(p1> ,

(pd> . Ortonormalno$¢ bazy oznacza, ze kazdy jej wektor

d
Dowolny wektor mozemy w tej bazie roztozy¢ na sktadowe |‘l’> :Z C, |(pi>. Latwo zauwazy¢,
i=1

ze C :<(pi |\|1> a wigc, ze i-ta sktadowa wektora |\y> jest rowna amplitudzie

prawdopodobienstwa przejscia uktadu ze stanu |y) do stanu bazy |¢,) . Latwo tez zauwazy¢,

d
iz iloczyn skalarny dwoch wektorow [y)=>"c;|@;) i |(p>=Zd: W, |(pj> jest rowny
i=1 =1

d g 2
<\|1|(p> :Z c;w, a zatem kwadrat dlugosci wektora |\y> dany jest wzorem: <\|/|\y> :Z|ci| . Z
i=1 i=1

kazdym wektorem |\|1> mozemy zwigza¢ odpowiadajacy mu bra-wektor <\|/| , ktory jest

odwzorowaniem liniowym przyporzadkowujacym dowolnemu wektorowi |¢) liczbe
d d

zespolong (y|¢). Latwo zauwazy¢, ze jesli [y)=> c;|¢;), to (y|=) c;(¢;|. Poniewaz dla
i=1 i=1

d o d
dowolnego wektora |\|1> mamy |\|/>=Z:|(|)i><(pi |W> , Wiec 1=Z|(pi><(pi| jest rozktadem
i=1 i=1

operatora jednostkowego w bazie ortonormalnej {|;) i=1,2, ..., d}. Wykorzystujac mnozenie

macierzy rozklad wektora w wybranej bazie mozemy przedstawi¢ w postaci



C

CZ
|W> = [|(p1>5 (p2>7"" (pd>:|
Cd
A zatem kazdy wektor w ustalonej bazie jest reprezentowany przez kolumne utworzong z
Cl
C
jego skladowych |y)<> | 7 |. Dowolny bra-wektor (y| mozemy zapisa¢ w postaci
Cq
(1]
iloczynu: (y| = (CI, Coy oo c;) <(p2| . Jak wida¢ w ustalonej bazie bra-wektor jest
(@4
reprezentowany przez wiersz utworzony ze sprz¢zonych kolejnych sktadowych
odpowiadajacego mu wektora <\p| © (cI , Coy e c;) O bra-wektorze mozemy zatem mysle¢,
ze jest on sprzezeniem hermitowskim wektora <\4/| = |\|1>T .

Przekonamy sie teraz, ze z operatorem liniowym, w ustalonej bazie, zwigzana jest zespolona

macierz kwadratowa. Rzeczywiscie zauwazmy, ze obrazem i-tego wektora bazowego A|(pi>

jest pewien wektor z przestrzeni #/", mozemy go wiec roztozyé w wybranej bazie:
A

- d A..
Alg,) = Z|(pj>Aji . Kolumna |~ * | jest utworzona z kolejnych sktadowych obrazu i-tego
=1 :

A

di

N

A

wektora bazowego. Oczywiscie A; = <(p (pj>i jest to tzw. element macierzowy operatora

A (w ustalonej bazie) — jest to element owej macierzy z i-tego wiersza i J-tej kolumny a wigc
jest to i-ta sktadowa obrazu j-tego wektora bazy. Zauwazmy, ze wykorzystujac liniowos¢

operatora A obraz dowolnego wektora |y) mozemy roztozy¢ w bazie w nastgpujacy sposob:

A, A, ... Ayllc
A|\V> =A(jjzlcj‘(pj>j = Jizlch (PJ-> :jjzl:zl|(Pi>AijCj = (|(P1>a ‘(Pz>, - (Pd>) A521 A:22 AEZd C2
Ag Ap - AullC

Ay Ay Ay

n Ay Ay



Pamigtajac, ze Cj=<(pj |\|/> oraz, ze A; = <(pi |A|(pj>widzimy, ze w ustalonej bazie operator
0;) (i

Widzimy wigc, ze aby odpowiedzie¢ na pytanie jaki jest obraz dowolnego wektora w

A

AmoZemy zapisa¢ w postaci A = Zd:Aij |(pi><(pj | = Zd:|(Pi><(Pi
ij=1 ij=1

odwzorowaniu A wystarczy znajomos$¢ obrazow wszystkich wektorow bazy.

Operator A jest hermitowski jesli odpowiadajagca mu w wybranej bazie macierz jest
hermitowska tzn., gdy A = A'tzn., gdy elementy macierzowe spehiaja warunek A= A; .
Operator U jest unitarny, jesli odpowiadajaca mu macierz U spetnia warunek U™U =1, co

d
mozemy wyrazi¢ przez elementy macierzowe w nastgpujacy sposob: Z U;Ukj =9
k=1

ij -

Zauwazmy, ze z kazdej bazie ortonormalnej w %~ odpowiada pewien operator hermitowski

N d

B= Zbi|(|)i><q)i
i=1

operator Isi = |(pi><(pi | rzutowania ortonormalnego na podprzestrzen wyznaczong przez

, ktorego wartos$ci wlasne to liczby rzeczywiste b,, natomiast kazdy

wektor bazowy |(pi> mozemy potraktowac jako ,,pytanie”: czy uklad kwantowy bedacy w
unormowanym stanie |y) moze przej$¢ do stanu |, ). Prawdopodobienistwo, ze tak sig

2

stanie wynosi oczywiscie <\|J‘ Isi |\|I> = <\|I|(pi><(pi |\|/> = K(pi |\|1>‘

Jestesmy juz przygotowani do sformutowania postulatu méwiacego w jaki sposob nalezy
opisywac stany zlozonego, izolowanego uktadu kwantowego.

7) Jesli uktad kwantowy sktada si¢ z dwoch poduktadow przy czym przestrzenie stanow

tych poduktadéw oznaczymy odpowiednio przez #/,, #,, to przestrzeh standw

A uktadu zlozonego jest iloczynem tensorowym obydwu tych przestrzeni tzn.

H = H®H,.
Dowolny taki stan uktadu ztozonego, ktéry mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:

lw.)|w,), gdzie |y,) e #, i |v,) e #/, nazywamy stanem separowalnym. Stany, ktére
nie moga by¢ przedstawione w tej postaci nazywamy stanami splatanymi. Powiedzmy, ze
przestrzenie #/,, #, sa odpowiednio d, i d, wymiarowe. Niech wektory

(o),
(%)

wektor nalezacy do przestrzeni /; ® 4/, mozemy przedstawi¢ w postaci

(p2>, ces (pd1>) tworzg baze ortonormalng w %/, natomiast wektory

x2>, v xd2>) niech tworzg baze ortonormalng w przestrzeni %/, . Dowolny



d d,
|‘P> = chia |(pi>|xa> . Zauwazmy, ze dowolny wektor separowalny mozemy

i=1 a=1
scharakteryzowac¢ podajac d, + d, liczb zespolonych, natomiast aby scharakteryzowac¢
dowolny wektor z przestrzeni #, ® #, musimy poda¢ d, -d, liczb zespolonych.
Widzimy zatem, ze przestrzenie z duzymi wymiarami zawieraja o wiele wigcej stanow
splatanych niz seperowalnych. Splatanie jest, jak si¢ okazuje, nowym czysto kwantowym,
zasobem informatyki kwantowej. Istnieje proste kryterium pozwalajace rozstrzygna¢ czy
dany stan jest splatany czy separowalny. Otoz jesli macierz CC' posiada tylko jedna
d d,
rozng od zera warto$¢ wiasna, to stan |W) = > > c,.|¢;)|x.) jest separowalny, gdy tak nie
i=1 a=1

jest to stan ten jest splatany ( tutaj macierz C jest utworzona ze skladowych c,, wektora

|¥)).

Przestrzen H = #|® F, jest oczywidcie przestrzenig z iloczynem skalarnym: jesli

d, d, d, d, d; dp .
=SS eoli) i 10)=3 Swlo)li o (eSS cm,
i=1 a= j=1 b= i=1 a=

Mozemy takze rozwaza¢ odwzorowanie liniowe Q: H, @ H, > H,® H,. Elementy
macierzowe takiego odwzorowania definiujemy nastgpujaco:

dl dZ ~ A
é|@i>|xa> = ZZ|(pj>|Xb>ij,ia .Jesli A1 B sg operatorami liniowymi okreslonymi na

j=1 b=1
przestrzeni A i A, odpowiednio, to mozemy zdefiniowaé operator A® B bedacy ich
iloczynem tensorowym. Mianowicie

~ ~ ~ ~ dl d2 ~ ~
A®Blo)|1.) =Alo,)Bl1.) = D2 |0;)x5) A By - Zatem (A®B) = A;B,.

=1 b=l Ibjia

Jesli baze w przestrzeni A/, ® #/, uporzadkujemy w nastepujacy sposob:

(o) xe)s @) |2 | 02) o, ) 02X ) oo | @2)| X, ) oo | @ ) 20 @6, ) )| 0, )

to operatorowi A ® B w tej bazie odpowiada macierz kwadratowa d.d,xd,d, bedaca

)

02)| 70

iloczynem Kroneckera macierzy A i B, ktory definiujemy nast¢pujaco:
A11B A12B e A1d1B
A ® Be AZ;lB AZ:ZB Az?lB |

/\dﬂj% AdlzB o /\dﬁl}g
Widzimy, ze w ortodoksyjnym podejsciu do mechaniki kwantowej mamy do czynienia z

dwoma zasadniczo ré6znymi sposobami w jakie zmieniajg si¢ stany uktadéw kwantowych.
Stany izolowanego uktadu kwantowego ewoluuja zgodnie deterministycznym rownaniem



Schrddingera, natomiast podczas pomiaru nast¢puje nieciggla i losowa redukcja (kolaps)
wektora stanu. Jest to proces nieodwracalny. Pojawia si¢ tu wiele pytan, mianowicie:

e Co doktadnie rozumiemy przez pomiar? Jak szybko si¢ on dokonuje? Co
doktadnie sklada si¢ na aparature pomiarowa?

e (Czy w proces pomiaru musi by¢ zaangazowany cztowiek? Czy konieczna jest
jakas doza swiadomosci albo zdolno$¢ kodowania informac;ji?

e (Czy pomiar musi by¢ makroskopowy a jesli tak to jak bardzo makroskopowy?

e Jak to si¢ dzieje, ze funkcja falowa ulega redukcji w tak drastyczny sposob i jak to
mozliwe, ze ,,pomiar” w losowy sposéb wybiera jedng sposrod wielu mozliwosci?

e Co dzieje si¢ z tymi wszystkimi mozliwosciami, ktore byly ,,ukryte” w wektorze
stanu a ktorych nie zaobserwowalismy?

Mozna probowa¢ odpowiadaé, ze w procesie pomiaru ukiad kwantowy wchodzi w
oddziatywanie z otoczeniem makroskopowym, ktore podlega losowym zaburzeniom.
Powiedzmy, Zze tym otoczeniem jest wigzka fotondéw, ktorych zachowanie jest tak samo
nieprzewidywalne jak zachowanie kropli w strugach deszczu. Z powodu zaburzen, ze strony
srodowiska, superpozycja ro6znych stanow w wektorze stanu ulega zniszczeniu co prowadzi do
pojawienia si¢ okreslonego, chociaz nieprzewidywalnego wyniku pomiaru. Ten proces
nazywamy dekoherencja. To tak jakby w jaki$ nieprzewidywalny sposob z szumu tta wydobyta
si¢ jedna czysta nuta. Jednak tutaj pojawia si¢ pytanie: jesli deterministyczne rownanie
Schrodingera jest rownaniem fundamentalnym i opisuje ewolucje¢ czasowa nie tylko uktadu
kwantowego lecz takze uktadu pomiarowego i uczonego fizyka dokonujacego pomiaru, to
wyniki pomiarow w zasadzie nie powinny by¢ nieprzewidywalne. I znoéw stajemy przed
pytaniem: w jaki sposob w mechanice kwantowej pojawiaja Si¢ prawdopodobienstwa?

Niels Bohr w latach dwudziestych udzielit odpowiedzi na to pytanie méwiac, ze w procesie
pomiaru dochodzi do redukcji wektora stanu, przy czym tego procesu redukcji nie mozna opisac
przy pomocy formalizmu mechaniki kwantowej i jest on nieprzewidywalny. Obecnie taka
odpowiedz w wielu uczonych budzi sprzeciw. Przeciez nie ma sposobu pozwalajacego
wyznaczy¢ granice miedzy tymi uktadami, do ktérych mozna stosowaé formalizm kwantowy a
tymi do ktorych juz nie mozna go stosowac.

Obecnie najbardziej rozpowszechnione sag dwa podejscia do mechaniki kwantowej: jedno z
nich mozna nazwaé realistycznym a drugie instrumentalnym. Zadne z nich nie jest jednak
zadowalajace.

Podejscie instrumentalne cechuje interpretacje kopenhaska. Zgodnie z tg interpretacjg zamiast
wyznacza¢ granic¢ obszaru, poza ktorym nie mozna stosowa¢ mechaniki kwantowej, jej
wyznawcy utrzymuja, ze mechanika kwantowa nie jest sposobem opisu rzeczywistosci.
Wektory stanu nie reprezentuja zadnej rzeczywistosci fizycznej typu czastka czy pole. Sa
jedynie narzedziami stuzacymi do wyznaczania tego co mozemy zaobserwowac i z jakim
prawdopodobiefistwem.

Problem z takim podejscie polega nie tylko na tym, ze rezygnuje ono z naturalnego celu
nauki jakim jest wyjasnianie tego co si¢ w istocie dzieje. Jest to bardzo zasmucajaca kapitulacja.
W ramach tego instrumentalnego podejscia musimy przyja¢ w charakterze fundamentalnych
praw przyrody zasady w jaki sposdb powinnismy wykorzystywac wektory stanu aby§my mogli
otrzymywa¢ prawdopodobienstwa pojawiania si¢ poszczegdlnych wynikOw pomiaréw
wykonywanych przez ludzi. W ten sposob czynnik ludzki pojawia si¢ w prawach przyrody na
bardzo fundamentalnym poziomie. Eugene Wigner uwazal, Ze istotnie ,,bez odwotywania si¢
do $wiadomosci nie mozna sformutowa¢ praw mechaniki kwantowej w sposéb niesprzeczny”.



Jak widzimy podejscie instrumentalne ignoruje punkt widzenia zgodnie, z ktérym
rzeczywistoscig rzadza obiektywne prawa fizyki, ktore kontroluja zachowanie cztowieka w
podobny sposob jak kontrolujg dowolne inne procesy. Chceieliby$my pozna¢ zwigzek cztowieka
z przyroda wychodzac z takich praw fizyki, ktore nie odwotuja si¢ do czynnika ludzkiego w
jawny sposob. By¢ moze taki program jest zbyt ambitny i trzeba bedzie z niego zrezygnowac
ale jeszcze na to nie czas.

Niektorzy fizycy, ktorzy sa instrumentalistami twierdza, ze prawdopodobienstwa jakie
wyznaczaja na podstawie znajomos$ci wektorow stanu sg obiektywne i nie zalezg od tego czy
ktokolwiek dokonuje pomiaru. Wydaje si¢ jednak, ze to stwierdzenie nie jest logiczne. W
mechanice kwantowej prawdopodobienstwa te nie istnieja dopdki eksperymentator nie
zdecyduje co mianowicie bedzie mierzyt. W przeciwienstwie do fizyki klasycznej taki wybor
musi by¢ dokonany, gdyz nie wszystkie wielko$ci moga mie¢ jednocze$nie okreslone wartos$ci.

Te trudnosci mozna czesciowo obejs¢ w ramach realistycznego podej$cia do mechaniki
kwantowej. Tym razem wektor stanu i jego deterministyczna ewolucja sa traktowane jak
obiekty z realnej rzeczywistosci. Pojawiaja si¢ jednak inne trudnosci.

Z realistycznego podejscia wynika bardzo dziwna konsekwencja po raz pierwszy rozpatrzona
przez Hugh Everetta w 1957 roku. Zgodnie z podejsciem realistycznym, gdy dokonujemy
pomiaru wowczas wektor stanu: uktadu kwantowego, przyrzadu pomiarowego i nas samych
ulega zmianie zgodnie z deterministycznym réwnaniem Schrddingera, jednak w rezultacie ich
oddziatywania w trakcie procesu pomiarowego, wektor stanu staje si¢ superpozycja
zawierajaca wektory stanu odpowiadajace wszystkim mozliwym do uzyskania w tym pomiarze
wynikom. Ale my uzyskujemy konkretny wynik pomiaru a zatem wszystkie sktadowe
odpowiadajace innym wynikom wedruja do innych (rownolegltych) wszech§wiatow.

Takie rozszczepienie wszech§wiatow zachodzi za kazdym razem, gdy dowolny obiekt
makroskopowy dokonuje wyboru stanéw kwantowych.

Przysztos¢ takiego ciggle rozszczepiajacego Sie multiSwiata jest oczywiscie bardzo niepewna.
W tym podejsciu jest jeszcze jedna bardzo nieprzyjemna okoliczno$é. Funkcja falowa
multiSwiata ewoluuje zgodnie z deterministycznym rownaniem Schrédingera. Mozemy
wprawdzie méwi¢ o prawdopodobienstwie pojawienia si¢ danego wyniku jako o stosunku
liczby tych przypadkéw, w ktorych wynik ten si¢ pojawia do liczby wszystkich powtarzanych
w identyczny sposob pomiaréw przeprowadzanych w jednym ze $wiatéw. Jednakze prawa,
ktore wyznaczaja obserwowane prawdopodobienistwa powinny wynika¢ z deterministycznej
ewolucji catego multiswiata. Gdyby tak nie bylo musieliby$Smy przyja¢ dodatkowe zalozenia o
tym co si¢ dzieje podczas przeprowadzania pomiaru a to przywiodloby nas z powrotem do
probleméw podejécia instrumentalnego.

W ramach podej$cia realistycznego byly podejmowane proby wyprowadzenia takich regut
jak reguta Borna jednak proby te nie zakonczyty si¢ sukcesem.

Nielokalno$¢ zwigzana ze splataniem kwantowym jest innym wyzwaniem dla podejscia
realistycznego.

Problemy zwiazane z pomiarami sugeruja, ze teori¢ kwantowa nalezy zmienic.
Mechanika kwantowa tak znakomicie pracuje na poziomie atoméw, ze dowolna nowa
teoria powinna by¢ praktycznie nieodroznialna o tradycyjnej mechaniki kwantowej na
poziomie tak malych obiektow. Jednak nowa teoria moze by¢ skonstruowana w taki
sposob, ze superpozycja stanéw opisujacych ,,duze” obiekty takie jak np. przyrzady
pomiarowe, nawet wtedy, gdy sa one izolowane ulega szybkiemu spontanicznemu
kolapsowi, przy ktorym prawdopodobienstwa zmieniaja si¢ w taki sposob aby
odpowiadaly one tym jakie uzyskujemy w mechanice kwantowej.



Prosta wersja nierownosci Bella

Aby lepiej sobie zda¢ sprawe¢ ze znaczenia standw splatanych rozwazymy prosta wersje
nierownosci Bella. Rozpoczniemy od pewnej zmyslonej opowiesci wzigtej ze S$wiata
klasycznego, ktora postuzy do lepszego zrozumienia niezwyklosci korelacji migdzy stanami
splatanymi.

Wyobrazmy sobie nastgpujaca bardzo prosta gre, w ktorej uczestniczy dwoje graczy Alicja i
Bob. Gra, zorganizowana przez dowcipnych biznesmendw, polega na tym, ze kazdemu z
uczestnikOw na osobnosci zadaje si¢ jedno z trzech pytan, ktore oznaczymy literami A, B, C.
Uczestnicy w chwili zadawania pytan nie moga si¢ ze soba komunikowaé — znajduja si¢ w
réznych pomieszczeniach. Na kazde z zadanych pytan mozliwe sa dwie odpowiedzi: ,tak” (+)
lub ,,nie” ( - ). Po udzieleniu odpowiedzi gracze spotykaja si¢ na moment i po chwili gra
rozpoczyna si¢ od nowa. Uczestnicy gry wygrywaja jesli ustalg taki sposob udzielania
odpowiedzi, aby odpowiedzi obydwojga graczy na te same pytania zawsze byly takie same.
Gracze nie wiedza wcze$niej, ktore z pytan bedzie im zadane — pytanie dla kazdego z graczy
jest losowane niezaleznie. Przed kazda kolejka pytan Alicja i Bob musza si¢ spotkac aby
wspolnie obmysli¢ sposob udzielania odpowiedzi. Jest oczywiste, ze w sytuacji braku wiedzy
na temat tego jakie pytanie bedzie zadane kazdemu z graczy, oraz w sytuacji niemozno$ci
dowiedzenia si¢ od partnera o zadanym mu pytaniu, jedyne co mogg zrobi¢ Alicja i Bob, to z
gory ustali¢ swoje odpowiedzi na wszystkie pytania, aby mie¢ pewno$¢, ze ich odpowiedzi
na te same pytania beda si¢ zgadza¢. Moga si¢ oni na przyktad umowié, Zze na pytanie A
odpowiedzg ,,nie” (-), na pytanie B ,tak” (+), na pytanie C ,,nie” (-); umowe t¢ w skrocie
zapisze: (- + -). Istnieje oczywiscie 22 = 8 mozliwych strategii udzielania odpowiedzi przez
oboje graczy, z ktorych kazdag mozemy przedstawi¢ w postaci trojki takiej jak tu wypisana.
Przed kazdym pytaniem gracze moga wybra¢ nowg strategi¢. Jesli s leniwi, to na poczatku
mogg wybra¢ jedng z nich i caly czas jg stosowaé, lecz aby nie ogranicza¢ im pola manewru
zaldozmy, ze zawsze moga si¢ zdecydowaé na zmiang strategii. Podkre§lmy — nie ma innego
sposobu wywigzania si¢ z postawionego zadania jak tylko przez ustalenie doktadnych
odpowiedzi na wszystkie trzy pytania przed ich zadaniem.

Dowcipni organizatorzy wprowadzaja teraz znaczace utrudnienie do gry. Oprocz wymogu
zgodnos$ci odpowiedzi na te same pytania narzucaja warunki dotyczace odpowiedzi w sytuacji
gdy Alicji i Bobowi zadano rézne pytania. To znaczy organizatorzy zadaja: gdy Alicja otrzyma



pytanie A i Bob pytanie B ich odpowiedzi majg si¢ r6zni¢ $rednio w % przypadkow; taki sam
wymog stawiajag odnosnie pytan B i C, natomiast w przypadku pytan A i C odpowiedzi maja
si¢ 16zni¢ w % przypadkdéw. Zastanowmy si¢ jak Alicja i Bob mogliby si¢ wywigzaé z
postawionego im zadania. Teraz oczywiscie nie moga stosowaé strategii ,leniwej” — wtedy
bowiem ich odpowiedzi na pytania mieszane (r6zne) bytyby rowniez ustalone. Zatem musza
taczy¢ wszystkie strategie w odpowiednich proporcjach. Kazda dopuszczalna sekwencja
odpowiedzi musi mie¢ przypisang pewng wzgledna czestos¢ wystepowania. Wszystkie
strategie jakie mogg zastosowac Alicja i Bob przedstawiamy ponizej:

Numer | Il 1 W

strategii

Typ strategii ++ + +4+ - “ -+ I
- - - - -+ -+ - + - -

Prawdopodo a b c d

bienstwo

Symbole a, b. ¢, d oznaczaja prawdopodobienistwo wystgpienia poszczegolnej strategii, zatem
a+b+c+d=l1.

W powyzszym zestawieniu tgcznie potraktowaliSmy te strategie, ktore sg swoimi ,,odbiciami
lustrzanymi”, gdyz sa one nierozr6znialne wzgledem sformutowanego problemu. Alicja i Bob
moga postapi¢ nastgpujaco: za pomocag pewnego mechanizmu losujacego, zastosowanego
przed kazda kolejka pytan, musza wylosowa¢ jedng z 4 — ech mozliwos$ci udzielenia
odpowiedzi.

¢,/2m=a
¢,/2nt=>b
¢p./2n=c
P/ 2nt=d SN——7

Problem polega na obliczeniu jakie warto§ci musza przyjmowaé te cztery
prawdopodobienstwa aby byt spelniony warunek postawiony przez organizatoréw gry.
Zacznijmy od wymogu dotyczacego odpowiedzi na pytania A i B. Jak widzimy, w przypadku
strategii III i IV, odpowiedzi na pytania A i B beda rézne. Niech P(A, B) oznacza
prawdopodobienstwo, ze odpowiedzi na pytania A i B sg rézne. Oczywiscie z reguly Bayesa
wynika, ze P(A, B) =c + d. Niech P(B, C) oznacza, ze odpowiedzi na pytania B i C sg r6zne —
odpowiadaja im strategie II i III, zatem P(B, C) = b + c. W koncu niech P(A, C) oznacza
prawdopodobienstwo, ze odpowiedzi na pytania A i C sg r6zne — odpowiadaja im strategie II i
IV, zatem P(A, C) =b + d.

Zauwazmy, ze P(A, B) + P(B,C) =b+d + 2c = P(A, C) + 2c.

Poniewaz 0 < ¢ < 1, wiec otrzymujemy nastgpujacg nierdéwnosc:



P(A B) + P(B,C) > P(A, C).

Jest to tzw. nieréwno$¢ Bella — Wignera.

Nierowno$¢ t¢ wyprowadziliSmy przy zalozeniu, ze odpowiedzi na wszystkie pytania A, B,
C s3 znane graczom przed momentem ich zadawania (co odpowiada istnieniu zmiennych
ukrytych albo inaczej temu, iz wlasnosci obiektow fizycznych sg dobrze okreSlone przed
wykonaniem jakiegokolwiek pomiaru — takie zalozenie nazywamy realizmem) i ze gracze nie
komunikujg sie ze soba w momencie udzielania odpowiedzi (co jest rownowazne z zagdaniem
lokalno$ci (separowalnosci), czyli z zadaniem niezaleznosci ukladow miedzy ktoérymi nie
doszto do zadnego fizycznego oddzialywania).

Widzimy, ze Alicja i Bob nie moga z tej gry wyj$¢ zwycigsko, gdyz, jak teraz rozumiemy,

zlosliwi organizatorzy postawili warunki P(A, B) = V4, P(B, C) = Y4, P(A, C) = .
Aby wygra¢ Alicja i Bob musieliby ztamac¢ reguly gry i w jaki$ sekretny sposoéb porozumiewac
si¢ ze soba (np. telepatycznie) w chwili, gdy znajduja si¢ w oddzielnych pomieszczeniach.
Gdyby Alicja informowata Boba o tym jakie pytania s3 jej zadawane, wtedy Bob w latwy
sposob mogltby tak dobiera¢ odpowiedzi aby sprostaé wymogom postawionym przez
organizatorow.

W przyrodzie istnieja obiekty, ktore potrafia wygra¢ z organizatorami opisanej gry. Jako
przyktad oméwimy parg fotondéw wystepujacych w stanie splatanym. Fotony takie powstaja w
wyniku kaskadowego przejscia migdzy powlokami pewnych odpowiednio wzbudzonych
atomoéw. Mianowicie fotony te znajduja si¢ w splatanym stanie polaryzacyjnym:

)= (Dha) ool [t lodo.)

gdzie pierwszy stan dotyczy fotonu biegnacego w lewo, a drugi fotonu biegnacego w prawo,
natomiast stany |$> , |<—>> oznaczaja polaryzacj¢ wertykalng i horyzontalng odpowiednio. Przy

/ B

czym: |T,) =cos6|T) +sinb|«>), [«>,)=—sin6|T) +cosb|«>).

A 4

D, ATOM Dy
— —_ |
< — e ﬁ = >
_— ~ =

- /
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Fotony po opuszczeniu atomu znajduja si¢ w splatanym stanie polaryzacji
1 1 ) o :
W)= $(|$>|$> + |<—)>|<—>>) = $(|$e>|$e> +|<—>e>|<—>9>) a wigc takim, ze polaryzacja

zadnego z nich nie jest okreslona (0<0< ).



Zapytajmy jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczniki D, i D, dadza ré6zne odpowiedzi
tzn., gdy lewy licznik zadziata i prawy nie zadziata i na odwr6t. Prawdopodobienstwo, ze
zadziata lewy licznik wynosi oczywiscie 2 . Jesli lewy licznik zadziatatl, to lewy foton

przeszedl przez polaryzator i tuz po tym przejsciu para fotondw znajduje si¢ w stanie |$>|$>

(nastgpita redukcja wektora stanu). Redukcja ta powoduje, ze stan polaryzacji fotonu lecacego
w prawo rowniez jest okreslony tuz po przejsciu fotonu przez lewy polaryzator. Jest to
zjawisko nielokalne: fotony moga by¢ oddalone o interwat przestrzennopodobny a mimo to
pomiar wykonany na jednym z nich wptywa na stan drugiego i ten wptyw zmienia dyspozycje
tego drugiego fotonu do reagowania na warunki dos§wiadczalne. Einstein nie uznawat, tej
wynikajacej z formalizmu mechaniki kwantowej, mozliwo$ci wywierania natychmiastowego
wplywu na oddalone uktady, ktére nazywal upiornym oddziatywaniem na odleglos¢. Odrzucit
on takg mozliwo$¢ 1 uznat, ze jesli mozemy ustali¢ doktadng warto$¢ pewnej wielkosci
fizycznej bez jakiegokolwiek oddziatywania, to tej wielko$ci odpowiada pewna realnosé¢
fizyczna. W ten sposob Einstein rozumial realizm. Za takg wiasnie realno$¢ fizyczng uznatby
on, w przypadku rozwazanych przez nas fotondw, polaryzacje fotonu biegnacego w prawo —
przeciez potrafimy ja okresli¢ nie wchodzac w zadne oddziatywanie z tym fotonem a skoro
tak to jest ona po prostu okreslona cechg fotonu. Mechanika kwantowa mowi co$ innego —
polaryzacja fotonu biegnacego w prawo nie jest w ogole okreslona dopoki nie wykonamy
pomiaru na fotonie lecacym w lewo; w ten sposob Einstein doszedt do wniosku, Zze mechanika
kwantowa nie opisuje rzeczywisto$ci w kompletny sposob.

Wracajac do opisu naszego uktadu: prawdopodobienstwo tego, ze lewy licznik zadziata 1

* = Zsin%o A -

o) =2kt =3

Analogicznie jesli zadziala prawy licznik, to tuz po tym fakcie para fotonéw znajduje si¢ w

. : 1
prawy nie zadziata wynosi: §K<—>6AB

stanie |$9AB>|$9AB> . Zatem prawdopodobienstwo tego, ze zadziala prawy licznik i nie zadziata

lewy wynosi: %K<_>|$9AB>‘2 _ %sin2 0,

Podsumowujac: prawdopodobienstwo tego, ze liczniki lewy i prawy dadza rozne
2 1 2.

$>‘ +E‘<<—>|$9AB>‘ =sin’0,,, .

Reakcje licznikowD,,D,i D. przy ustawieniu polaryzatorow w taki sposob, ze ich i osie

polaryzacji sg rownolegte do kierunkow A, B, C mozemy uzna¢ za odpowiedniki odpowiedzi

na pytania A, B, C wystepujace w opisanej grze; jesli licznik za danym polaryzatorem zadziata

to uwazamy, ze odpowiedz brzmi ,,tak” (+), w przeciwnym przypadku uwazamy, ze odpowiedz
brzmi ,,nie” (-).

odpowiedzi wynosi: P(A,B) = %K(—)GAB




Wiemy juz, ze jesli o§ polaryzatora po lewej stronie jest ustawiona wzdhuz kierunku A i po
prawej stronie wzdhuz kierunku B, to prawdopodobienstwo, ze reakcje detektorow D, 1 D,

beda rézne wynosi P(A,B) =sin’0,,. Analogicznie jesli 0§ polaryzatora po lewej stronie
bedzie ustawiona wzdtuz kierunku B a po prawej wzdtuz kierunku C, to
prawdopodobienstwo, ze reakcje detektoréw D, i D, beda rézne wynosiP(B,C) = sin0,..
Podobnie jesli 0§ polaryzatora po lewej stronie jest ustawiona wzdtuz kierunku A i po prawej
wzdluz kierunku C, to reakcje detektorow D, i D, beda rozne z prawdopodobienstwem:
P(A,C) =sin’0 ..

Czy dla naszych prawdopodobienstw zawsze jest spetniona nierowno$¢ Bella — Wignera
P(A,B) + P(B,C) > P(A,C) tzn. czy sin’0,,+sin’0. > sin’0,. ? Otz nie zawsze. Istnieja takie
katy 0,5, 05c 10,., dla ktorych powyzsza nier6wno$¢ nie zachodzi. Wybierzmy np.
0,5=0gc=16, 0,.=n/3,wtedy:P(AB)=P(B,C)=1/4,P(AC)=3/4 i jak widzimy
nier6wnos¢ Bella — Wignera jest zZtamana a skoro tak, to zalozenia realizmu i lokalnos$ci nie
moga by¢ réwnoczesnie spetnione. Jak widzimy wystepujace w stanie splatanym fotony
przejawiaja sktonnosci ,telepatyczne”. Jesli odwotamy si¢ do naszego przykladu z Alicja i
Bobem, to musimy przyznaé, Ze nie istnieje zadna strategia umozliwiajagca odtworzenie
sposobu zachowania si¢ fotonéw, w ktorej nie wystgpuje przeplyw informacji miedzy
obydwoma miejscami pomiarow. Znaczyltoby to jednak, ze fotony ,,porozumiewaja si¢” ze sobg
w sposob zabroniony przez zasade lokalnosci, ktora Einstein uwazat za jedng z podstawowych
zasad fizyki.

Doswiadczenie pokazuje jednak, ze miedzy splatanymi fotonami istnieje pewien dziwny
zwiazek, ktorego nie dotycza ograniczenia wynikajace z zasady lokalnosci. Skorelowanych
czastek nie mozna jednak wykorzysta¢ do natychmiastowego przekazywania informacji z
jednego miejsca do drugiego. Miedzy fotonami odbywa si¢ jaki$ przekaz informacji lecz jest to
informacja do ich wewngtrznego uzytku. Otoczenie nie moze w zaden sposob z tej informacji
skorzysta¢. Rzeczywiscie rozwazmy raz jeszcze par¢ fotondw wystepujacych w stanie
splatanym. Zal6ézmy, Ze jeden z nich — ten biegnacy na lewo znajduje si¢ w posiadaniu Alicji,
natomiast ten biegnacy na prawo znajduje si¢ w posiadaniu Boba oraz, ze Alicja i Bob beda
chcieli postuzy¢ si¢ taczem kwantowym do przekazania sobie informacji w natychmiastowy
sposob. Alicja moze wigc podda¢ swoj foton pomiarowi polaryzacji przy pomocy polaryzatora
ustawionego wzdtuz pewnej osi. Poniewaz fotony wystepuja w stanie splatanym, wiec gdyby
Bob przepuszczal swoj foton przez polaryzator z osig ustawiong tak samo jak w przypadku



polaryzatora Alicji, to rezultat bytby taki sam w obu przypadkach; tzn. albo obydwa fotony by
przeszty albo obydwa zostatyby pochlonigte. Coz jednak z tego skoro Bob nie wie w jakim
kierunku Alicja ustawila 0§ swojego polaryzatora. A nawet wtedy gdyby Alicja i Bob wcze$niej
umowili si¢, ze beda mierzy¢ polaryzacje wzdtuz danego kierunku, to i tak Bob nie ma
mozliwos$ci ustalenia czy Alicja dokonata pomiaru czy nie. Bob moze przepus¢ swoj foton przez
polaryzator lecz otrzyma zaledwie jedng z dwoch mozliwych odpowiedzi: foton albo przejdzie,
albo nie. Bob nie moze rozstrzygnaé czy otrzymat takie wyniki dlatego, ze wezesniej podobne
wyniki otrzymata Alicja, czy tez po prostu dlatego, ze losowo zostala wybrana jedna z dwoch
mozliwosci. Zatem zachowanie pojedynczego fotonu jest jako$ciowo takie samo niezaleznie
od tego czy drugi foton zostat poddany pomiarowi czy nie.

Roéznica migdzy sytuacja gdy Alicja dokonala pomiaru na fotonie a sytuacjag w ktorej taki
pomiar nie miat miejsca ujawnia si¢ nie w indywidualnym zachowaniu si¢ fotonu Boba lecz w
zachowaniu grupowym rejestrowanych przez Boba fotonow. O splataniu fotonow Alicja i Bob
mogg si¢ dowiedzie¢ dopiero post factum, kiedy przesla sobie wyniki pomiaréw w celu ich
poréwnania. Natychmiastowe przesytanie informacji, z wykorzystaniem czastek
wystepujacych w stanie splatanym, bytoby mozliwe gdyby$my potrafili powiela¢ stany czastek
kwantowych, tzn. tworzy¢ dowolng liczbe kopii standw danej czastki bez niszczenia stanu
wyjsciowego tejze czastki. Wyobrazmy sobie mianowicie, ze Bob moze sklonowaé¢ dowolng
liczbe egzemplarzy fotonu ktorym dysponuje w okreslonym stanie polaryzacji. W tej sytuacji
otrzymang wigzke fotonéw bedacych w tym samym stanie polaryzacji mégtby on przepuscic
przez polaryzator z osig ustawiong wzdhiz ustalonego kierunku. Gdyby sie okazato, ze
wszystkie fotony przeszly (lub, Zze wszystkie zostaty pochlonigte) Bob mialby pewnos¢, ze
Alicja dokonata wiasnie pomiaru polaryzacji swojego fotonu wzdtuz tej wybranej osi. Jest tak
dlatego, ze przed pomiarem poszczegdlne fotony sa w stanie catkowitego niespolaryzowania,
co oznacza, ze potowa z nich powinna przej$¢ przez dowolnie ustawiony polaryzator a polowa
powinna zosta¢ pochlonigta. Jesli tak si¢ nie dzieje, to Alicja na pewno dokonala pomiaru
polaryzacji na swoim fotonie. Bob uzyskatby zatem pewna fizyczng informacj¢ od Alicji w
sposob niemal natychmiastowy. Niestety na przeszkodzie stoi twierdzenie o niemoznosci
klonowania. Glosi ono, ze nie mozna utworzy¢ kopii nieznanego stanu kwantowego bez
zniszczenia tego stanu.



Sprzeczno$¢ GHZ

Przez wiele lat wszyscy mysleli, ze Bell wyczerpal temat rozwazywszy wszystkie naprawde
interesujace sytuacje i ze uktad dwoch czastek ze spinem jest przyktadem najbardziej
spektakularnego famania lokalnego realizmu. Nic zatem dziwnego, ze dla wielu bylo wielkim
zaskoczeniem, gdy w 1989 Greenberger, Horne i1 Zeilinger (GHZ) pokazali, iz uktad zlozony
z wigkszej ilosci skorelowanych czastek moze w jeszcze bardziej dramatyczny sposob tamaé
zasady lokalnego realizmu?. Odkryli oni 100% niezgodno$¢ znakéw dla idealnej korelacii,
podczas gdy nierdwno$ci BCHSH sg lamane jedynie w okoto 40% (granica Cirelsona) i w
tym przypadku wyniki pomiaréw nie sg calkowicie skorelowane. Rozwazymy teraz ukfady
zlozone z trzech czastek a nastepnie przedstawimy uogolnienie do uktadu ztozonego z N
czastek.

Wyprowadzenie

Sprzeczno$¢ GHZ moze wystepowaé w wielu uktadach rowniez w takich ktore nie
posiadaja spinu. Poczatkowo byta ona odkryta w konteks$cie wymiany splatania (entanglement
swapping) dla czterech czastek bezspinowych wystepujacych w stanie splatanym. Tutaj,
zgodnie z sugestia Mermina?, bedziemy rozwazaé uklad zlozony z trzech czastek o spinie 1/2,
poniewaz ten prosty przyktad pozwala przedyskutowaé¢ podstawowe idee. Zakladamy, ze trzy
czastki znajduja si¢ w stanie spinowym:

I\v>=%(

gdzie stany |i> sg stanami wlasnymi sktadowych spinu wzdhiz kierunku wyznaczonego

+ht) +

-=)),

przez o$ Oz ortogonalnego ukladu wspotrzednych Oxyz — w ket wektorze opisujacym stan

1 D. M. Greenberger, M. A. Horne, and A. Zeilinger w ,,Bell’s Theorem, Quantum Theory, and Conceptions of
the Universe”, M. Kafatos editor, Kluwer (69 — 72) (1989); D. M. Greenberger, M. A. Horne, A. Shimony, and
A. Zeilinger “Bell’s theorem without inequalities”, Am. J. Phys. 58, 1131 — 1143 (1990).

2 N. D. Mermin, ,,Quantum mysteries revisited”, Am. J. Phys. 58, 731 — 732 (1990).



spinowy trzech czastek pierwszy znak odnosi si¢ do spinu pierwszej czastki, drugi do spinu
drugiej czastki i trzeci do spinu trzeciej, liczba nmoze przyjmowa¢ wartosci +1 lub — 1
(n==1). Teraz wyznaczymy prawdopodobienstwa otrzymania réznych wynikow jakie
mozemy otrzyma¢ mierzac spiny o, ,, trzech czastek w réznych kierunkach tzn. albo wzdtz

kierunku Ox albo wzdhuz kierunku prostopadtego Oy. Najpierw rozwazymy pomiar

wielkosci, ktorej odpowiada operator 6,, ® G,, ® G, . Poniewaz 6, =|+)(~|+|-)(+
8, = =i[)(=|+i[)(+]: 6. =[+)(+[= )] wiee 6,]+)=[-).6.[) =|+);
§,|+)=il=). 6,|-) =—il+)oraz &,]+) = |+), 6.[) =-|).

= c=
©

[ 7 ]a=+1 B=+1
@ ®

Schemat eksperymentu GHZ, w ktoérym trzy czastki w stanie spinowym

V)= (++)

przestrzeni dostarczajac wynikow: A=+1, B=+1, C=+1.

,—>) sa poddawane pomiarom w trzech r6znych obszarach

A zatem:

)= (mmylse) =l

gdzie skorzystalismy z faktu, ze nm=1. Czyli stan |\|/> jest stanem wlasnym obserwabli

n A 1
G,y ® Gy Q Gy, |‘|’> = _ﬁ( _’_’_>

6,, ®6,, ®G,, do wartosci wlasnej —1. Zatem prawdopodobiefistwo T o0 (-n|\|/)
otrzymania wyniku -nw pomiarze przeprowadzonym na ukladzie znajdujacym si¢ w stanie

|\V> wynosi jeden tzn. ( n|\|1) =1, natomiast prawdopodobienstwo otrzymania innego

G1y°z O3x
mozliwego wyniku ‘Zzly@ycax (+T]|\|I) = 0 jest rowne zeru. W analogiczny sposob mozemy si¢
przekona, Ze stan |y) jest stanem wlasnym operatoréw 6, ® 6,, ®5,, i 6,, ®6,, ®6,, do

wartosci wlasnej -n. Zatem odpowiednie prawdopodobienstwa przyjmuja wartosci:



7 ( n|\|1) sy ( n|\|/) =1. Widzimy wigc, ze iloczyny wszystkich oméwionych

O1x02yO3y
wielko$ci majg z calag pewnoscig dobrze okreslong warto$¢ rowna -n zanim wykonamy
jakikolwiek pomiar®. Rozwazmy nastepnie obserwable bedaca iloczynem x-owych
sktadowych tzn. 5, ® G, ® G, . Latwo mozemy si¢ przekona¢, ze tym razem wektor |y) jest

wektorem wiasnym tej obserwabli do wartosci wlasnej +1 tzn. 6, ®6,, ® 6, |y)=-+n|y) a

zatem: & (+n| \|1) =1. Tym razem mierzac warto$¢ iloczynu obserwabli 6,, ® 6,, ® 6,,

otrzymamy wynik +n z catkowita pewnoscia.

Sprobujmy teraz przeanalizowac opisang sytuacj¢ zakladajac, ze sg spetnione postulaty
lokalnego realizmu. Poniewaz obliczenia kwantowe, w przypadku gdy mamy do czynienia ze
stanem wlasnym wszystkich rozwazanych obserwabli, s3 niezwykle proste, wigc mogtoby si¢
wydawac, iz nie czeka nas zadna niespodzianka. Jak si¢ jednak przekonamy z przeprowadzo-
nej analizy wyniknie jawna sprzeczno$¢ | Rozwazania oparte na zatozeniach lokalnego
realizmu sg prostym uogolnieniem tych jakie przeprowadziliSmy wyprowadzajac nierdwnosci
Bella. Przede wszystkim konsekwencja dokladnej korelacji jest to, ze wynik pomiaru
sktadowej spinu czastki wzdtuz Ox (lub Oy) mozna wydedukowac ze znajomos$ci wynikow
pomiaru spinu przeprowadzonych na innych czastkach znajdujacych si¢ dowolnie daleko. Z
tego powodu argumentacja oparta na zatozeniach realizmu lokalnego typu EPR pokazuje, ze
istnieja elementy rzeczywisto$ci odpowiadajace tym dwu sktadowym, ktére oznaczymy przez
A, =t1. Liczba ta jest rezultatem jaki otrzymamy dokonujac pomiaru spinu pierwszej

czastki wzdtuz osi Ox lub Oy, niezaleznie od typu pomiaru wykonanego na dwoch pozosta-
tych spinach, analogicznie liter B i C uzywamy w celu oznaczenia wynikow pomiaréw doko-
nanych na spinach dwdch pozostatych czastek. Poniewaz :

‘Z)lyczyGSX ( 1’]|\V) 01x02yO3y ( n|\|]) G1y02xO3y ( 1ﬂ||\|]) - 1
wige: A B C =A B C =A B,C =-n.Nastgpnie zalozenie lokalnosci implikuje, ze te same

XTy"y y X7y

warto$ci zmiennych A, B 1 C mozemy wykorzysta¢ w przypadku, gdy dokonujemy pomiaru
wzdhiz osi Ox spindw wszystkich trzech czastek. Tym razem iloczyn A, B,C, musi spetniaé

. o : ) 2 2 2
rownos¢ A B,C, =+n. Jednak z uwagi na to, Zze (Ay) = (By) = (Cy) =n"=+1po
wymnozeniu przez siebie rownosci A B C =A B C =A B,C =-notrzymamy
AB,C, =-n. Tymczasem rownos¢ &% (+n|\|1) =1 mowi, ze dokonujac pomiaru
obserwabli 6,, ®6,, ® 6, zawsze otrzymamy warto$¢ +n a wigc rezultat ze znakiem

przeciwnym do tego jaki wynika z argumentacji EPR. Sprzeczno$¢ mi¢dzy przewidywaniami
lokalnego realizmu oraz przewidywaniami mechaniki kwantowe;j jest ewidentna.

Dyskusja
Sprzeczno$¢ GHZ wyglada jeszcze bardziej dramatycznie niz ta, ktdra jest zwigzana z
nieréwnos$ciami Bella, gdyz przewidywania kwantowe i te oparte na lokalnym realizmie

3 Wartos¢ iloczynu jest ustalona chociaz warto$¢ kazdej z pojedynczych sktadowych moze fluktuowagé
przyjmujac wartosci +1 albo -1.



r6znig si¢ nie tylko o pewien znaczacy utamek (okoto 40%) lecz sa zupehie rozne. W
eksperymencie mys$lowym wyeliminowane sg wszelkie mozliwe fluktuacje gdyz wszystkie
wyniki (iloczynéw trzech sktadowych) sa doktadnie znane przed pomiarem: 100%
sprzeczno$¢ wystepuje ze 100% pewnoscig | Zapytajmy co poza tym rdzni eksperyment GHZ
od zwyktego eksperymentu Bella z dwoma spinami ? Mozliwe sg tutaj r6zne punkty
widzenia.

W jednym z mozliwych podejs¢ zaklada sig, ze trzy spiny sg mierzone indywidualnie w
kazdej realizacji doswiadczenia. Trzy czastki ze swoimi spinami mogg si¢ znajdowaé w
roznych obszarach przestrzeni; je§li uwzglednimy zmienne przestrzenne wowczas stan

MZ%(

+t) 4

—,—,—>) trzeba zastgpi¢ wektorem stanu

1
|\|/>=$|1:(pa>|2:(pb>|3:(pc>®(|1:+,2:+,3:+> +nll:-2:-,3:-)),

gdzie stany

(pa,b,c> sg trzema orbitalnymi funkcjami falowymi, ktore sg r6zne od zera na

rozlagcznych obszarach przestrzeni. Obszary w ktorych te funkcje nie znikaja mozna
catkowicie zlokalizowa¢ w roztacznych pudtach, w ktorych wykonywany jest pomiar spinu —
W ten sposob zadna czgstka nie moze by¢ pomini¢ta i kazda jest traktowana indywidualnie.
Sposdb postepowania jest nastepujacy: po wyborze sktadowych Ox lub Oy dla kazdego spinu

wykonujemy trzy odpowiednie pomiary, otrzymujac wyniki A, , B, i C,  anastgpnie

Xy !
wyznaczamy iloczyn tych wielkosci. Usrednienie po wielu realizacjach eksperymentu

pozwala wyznaczy¢ wartos$¢ $rednig (A, B, C ). Przy pomocy tej procedury najpierw
XYy TXYy TXYy

wyznaczamy wartosci $rednie <A B,C >, <A B,C >i <A B,C >aby sprawdzi¢

yoyx xPy~y yoxy
wystgpowanie doktadnych korelacji przewidywanych przez mechanike¢ kwantowa. Majac te
wielko$ci wykorzystujac argumentacje EPR przekonujemy si¢ o istnieniu szesciu oddzielnych
elementow rzeczywistosci. Nastgpnie mierzymy wielko$¢ <A B,C >i, jesli mechanika

kwantowa dostarcza poprawnych odpowiedzi, otrzymujemy wynik z przeciwnym znakiem z
czego wynika, ze realizm lokalny jest tamany. RoOwnowaznie mozemy wnioskowaé, ze
warto$¢ jaka otrzymamy mierzac przyktadowo sktadowa 6, zalezy od tego czy sktadowe

spinu mierzone na pozostalych czastkach sg wybrane wzdhiz Ox czy wzdtuz Oy nawet jesli
odpowiednie operatory komutuja z 6,,. W ten sposob natrafiamy na pojecie, ktore nazywamy

,kwantowa kontekstowos$cig” (quantum contextuality), o ktéra oméwimy nieco pdzniej.
Zgodnie z innym punktem widzenia mozna wyznaczy¢ pewne procedury pomiarowe, ktore
pozwalaja na bezposredni pomiar iloczynéw odpowiednich obserwabli, bez uzyskiwania
informacji o wartos$ciach poszczegdlnych czynnikow wystepujacych w iloczynach. Wszystkie
cztery operatory bedace iloczynami komutuja wzajemnie ze sobg co jest dodatkowa rdznica
koncepcyjng w poréwnaniu z tamaniem nierownos$ci Bella, gdzie brak komutacji ma
podstawowe znaczenie. Tym razem, przynajmniej w zasadzie, nie ma zadnego zakazu
uniemozliwiajacego pomiar wszystkich tych obserwabli przy jednym ustawieniu
eksperymentalnym i Bohr nie miatby teraz mozliwosci odwotywania si¢ do niezgodnos$ci
przyrzadow pomiarowych. Czy przy tych zalozeniach istnieje sprzecznos$¢ pomi¢dzy
argumentacja lokalnego realizmu i mechanikg kwantowa? Podczas gdy, zgodnie z realizmem



lokalnym, pomiar iloczynu trzech obserwabli jest rownowazny z oddzielnym pomiarem
kazdej z tych obserwabli, w mechanice kwantowej tak nie jest. W mechanice kwantowej
istnieje mozliwos¢ skonstruowania (przynajmniej w zasadzie) takiej aparatury pomiarowej,
ktora moglaby wyznacza¢ wartosci wszystkich iloczynow obserwabli lecz nie ma mozliwosci
skonstruowania takiego urzadzenia, ktore miatoby dostep do wszystkich sze$ciu

pojedynczych czynnikow A, , B, i C  (poniewaz przyktadowo wielkosci A i A,

Xy !
odpowiadaja dwu niezgodnym pomiarom). Tym co tamie mechanika kwantowa jest ,,reguta
iloczynu” (product rule).

Idealny eksperyment GHZ powinien zatem wprowadza¢ jedynie pomiary komutujacych
iloczynow a dokladniej jednoczesny pomiar czterech iloczynéw (bez oddzielnego mierzenia
kazdego czynnika iloczynu). Pigkno tej mozliwosci teoretycznej polega na tym, ze wowczas
w ogole nie pojawia si¢ luka ,,nieuczciwej probki”. Z drugiej strony pomiar iloczynow
obserwabli bez mierzenia warto$ci poszczegdlnych czynnikow jest prawdziwym wyzwaniem
eksperymentalnym.

Nawet wtedy, gdy dopuszczamy pomiar pojedynczych obserwabli trzy czastki muszg sie

+t) 41

znajdowaé w stanie spinowym |w>=%( —,—,—)) aotrzymanie takiego stanu jest

zadaniem naprawde niebanalnym. Na szczg$cie dzigki zastosowaniu skomplikowanych
technik elektroniki kwantowej udato si¢ zaobserwowac splgtanie typu GHZ dla trzech
fotondw, co pozwolito na przeprowadzenie doswiadczenia zakonczonego powodzeniem, w
ktorym wykazano istnienie nielokalnosci GHZ.
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